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“ZAMONAVIY TA'LIMDA ISLOHOTLAR VA
TEXNIK TAFAKKUR”

ilmiy jurnali

Mazkur ilmiy to‘plamda “Zamonaviy ta’limda islohotlar va texnik tafakkur” ilmiy jurnaliga
tagdim etilgan ilmiy maqolalar, tezislar hamda ilmiy-tadqiqot natijalari o‘rin olgan. Jurnal
zamonaviy ta’lim tizimini rivojlantirish, ta’lim jarayoniga innovatsion pedagogik va axborot
texnologiyalarini joriy etish, ta’lim mazmuni va metodlarini takomillashtirish, shuningdek,
pedagogika, texnika va muhandislik yo‘nalishlarining o‘zaro integratsiyasini rivojlantirishga
qaratilgan ilmiy izlanishlarni yoritishga ixtisoslashgan.

Nashrda ta’lim va tarbiya jarayonining nazariy hamda amaliy masalalari, zamonaviy
pedagogik texnologiyalar, ragamli va innovatsion ta’lim, muhandislik va texnik ta’limni
rivojlantirish, fanlararo integratsiya, texnik tafakkurni shakllantirish, ta’lim jarayonini
loyihalashtirish va takomillashtirish, shuningdek, mazkur sohalardagi dolzarb ilmiy-metodik
muammolarning yechimlariga bag‘ishlangan tadqiqotlar o‘rin oladi.

MUALLIFLAR E’TIBORIGA:

To‘plamga kiritilgan ilmiy maqola va tezislarda keltirilgan statistik ma’lumotlar, ilmiy
faktlar, ragamli ko‘rsatkichlar, natijalar, iqtiboslar, bibliografik ma’lumotlar hamda boshqga
axborotlarning haqqoniyligi va ishonchliligi uchun mualliflar shaxsan mas’ul hisoblanadi.

Magolalarda foydalanilgan manbalarga havolalarning to‘g‘ri  rasmiylashtirilishi,
igtiboslarning mazmunan va bibliografik jihatdan aniqligi, shuningdek, mualliflik huquqi
talablariga rioya etilishi mualliflarning zimmasidadir.

Tahririyat tomonidan taqdim etilgan materiallarning ilmiy-uslubiy va texnik talablarga
muvofigligi ko‘rib chiqiladi. Biroq magqolalarda bayon etilgan ilmiy qarashlar, xulosalar va
tavsiyalar uchun mas’uliyat bevosita mualliflarga tegishlidir.
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ZAMONAVIY TA’LIMDA ISLOHOTLAR VA TEXNIK TAFAKKUR
ilmiy jurnali

Yugorida keltirilgan tahririyat jamoasi a’zolarning to‘liq ro‘yxati
https://texniktafakkur.com/ttp/en/editorial team manzilida keltirilgan.

Tahririyat jamoasi a’zolarining tarkibini o‘zgartirish hamda qo‘shimcha kiritish
yoki tahririyat a’zoligidan chigarish muassis boshchiligida amalga oshiriladi.

© Materiallar ko‘chirib olingan yoki chop etilganda “Zamonaviy ta’limda
islohotlar va texnik tafakkur” jurnali manba sifatida ko‘rsatilishi shart. Jurnalda
chop etilgan va e’lon qilingan material va reklamalardagi dalillarning aniqligiga
mualliflarning o°zlari ma’sul hisoblanadi. Tahririyat fikri har doim ham mualliflar
fikriga mos kelamasligi mumkin.

Jurnal yilda 12 marotaba to‘plam sifatida chop etiladi. To‘plam mualliflarga
elektron shaklda tagdim etiladi.

“Zamonaviy ta’limda islohotlar va texnik tafakkur” ilmiy jurnali
15.09.2026-yildan boshlab O‘zbekiston Respublikasi Prezidenti Adminstratsiyasi
huzuridagi Axborot va ommaviy kommunikatsiyalar agentligi tomonidan
Ne C-5669338845379 reyestr raqami tartibi bilan ro‘yxatdan o‘tkazilgan.
Litsenziya raqami: Ne1852266.
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Raimov Abdulla !

Normurodov Chori Begaliyevich ?

! Termiz davlat universiteti, stajyor tadgiqotchisi.

2 Termiz davlat universiteti, fizika-matematika fanlari doktori, professor.

Annotatsiya: Magqgolada turli qalinlikdagi chegaraviy qatlamlarga ega statsionar singulyar
qo’zg’algan chegaraviy masalalar uchun spektral-to’r usuli taklif gilinadi. Soha qatlamlarga
moslashtirilgan elementlarga bo’linadi, har bir elementda yechim Chebyshev ko’phadlari bilan
yaqinlashtiriladi. Sonli tajribalar usulning & parametrga nisbatan tekis va eksponensial
yaqinlashishini ko’rsatadi.

Kalit so‘zlar: singulyar qo’zg’algan tenglama, chegaraviy qatlam, spektral-to’r usuli,
Chebyshev ko’phadlari, Shishkin to’ri.

AnHoTanusi: B crathe mpemaraercs CHEKTPalbHO-CETOYHBIA METON JJIS CTallMOHAPHBIX
CUHTYJISIPHO BO3MYIIEHHBIX KPAeBBIX 3aJla4 C MOTPAHUYHBIMHU CIIOSIMU Pa3TUIHOW TOJIIIHHBI.
OO6nactp pa3OuBaeTcs Ha aNaNTHUPOBAHHBIC K CIIOSM DIIEMEHTHI, Ha KaXKIOM M3 KOTOPBIX
pelleHrne anmpoOKCUMHUpYyeTcs MHorowieHamu YeObrméBa. UWCICHHBIE JKCTIEPUMEHTHI
MOKa3bIBAIOT PABHOMEPHYIO IO € SKCIIOHEHIIUAJIBHYIO CXOAUMOCTh METO/IA.

KutroueBble ¢JI0Ba: CUHTYJSIPHO BO3MYIIEHHOE YPaBHEHHUE, IOTPAHUYHBIN CIIOH, CTIEKTPAJIbHO-
CETOYHBIA MeToxa, MHOro4IeHbI YeObIméBa, ceTka IlInmkmna.

Abstract: A spectral-grid method is proposed for stationary singularly perturbed boundary
value problems with boundary layers of different widths. The domain is divided into layer-
adapted elements, and on each element the solution is approximated by Chebyshev polynomials.
Numerical experiments show g-uniform exponential convergence of the method.

Keywords: singularly perturbed equation, boundary layer, spectral-grid method, Chebyshev
polynomials, Shishkin mesh.

Kirish. Yuqori hosila oldida kichik parametr turgan tenglamalar issiqlik almashinuvi,
gidrodinamika va energetik qurilmalardagi o’tish jarayonlarini modellashtirishda uchraydi.
Ularning yechimlari chegaralar yaqinida qalinligi € ga bog’liq bo’lgan chegaraviy qatlamlar hosil
qiladi [1, 2]. Baxvalov [3] va Shishkin [4] notekis to’rlari € ga nisbatan tekis yaqinlashuvchi

ayirmali usullar qurish imkonini berdi [5, 13], biroq ularning yaqinlashish tartibi past. Spektral

usullar esa silliq yechimlar uchun eksponensial aniqlik beradi [7, 8], ammo butun sohada

o’llanganda keskin qatlamda arrasimon tebranishlar paydo bo’ladi [12].
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Bu ikki yondashuvni birlashtiruvchi spektral-to’r usuli F.B. Abutaliyev va Ch.B.
Normurodov tomonidan ishlab chiqilgan [9, 10], uning yaqinlashishi [11] da isbotlangan,
singulyar masalalarga tatbiqlari [12, 14] da keltirilgan. Turli qalinlikdagi gatlamlarga ega
masalalar [6] uchun esa elementlarni joylashtirish qoidalari yetarlicha o’rganilmagan. Maqolaning
magsadi — bunday masalalar uchun qatlamlarga moslashtirilgan spektral-to’r sxemasini qurish va
uning aniqligini baholash.

TADQIQOT METODOLOGIYASI.

1. Masalaning qo’yilishi

Quyidagi chegaraviy masala qaraladi:

ew' +uu' —u=f(x), 0<x<1, u(0) = A4, u(l) =B, (D
bunda 0 < € K 1, 0 < p < 1. Xarakteristik ildizlar

(2)

qatlamlar galinligini belgilaydi: chapda 1/|A;|, o’ngda 1/4,. u = 0 da ikkala qatlam v
qalinlikda, u? > & da esa chapda £/u, 0’ngda u qalinlikda bo’ladi, ya’ni masala ikki xil masshtabli
gatlamlarga ega [6].

Tajribalarda f = —1, A = B = 0 olindi. Aniq yechim u(x) = 1 + C;e’* + C,et2=1,
C;, C, chegaraviy shartlardan topiladi. ¢ = 0 hol 1-masala, u > 0 hol 2-masala deb ataladi.

2. Spektral-to’r usuli

To’r. Qatlamlarning o’tish nuqtalari Shishkin g’oyasi [4] asosida tanlanadi:

(1 In(1/8) (1 In(1/8) s
To — IM1N 4, |11| ) 71 — ImMin 4, Az ,

= 10714, 3)

Har bir qatlam ikki elementga ([0,0,157,] va [0,157,, T,]), oraliq gism bir-
ikki elementga bo’linadi; jami M = 5-6 element. Ayirmali Shishkin to’ridagi InN
o’rniga In(1/8) olinishi muhim: aks holda tashqi elementga 0’tgan qatlam qoldig’i
xatoni ~¢ darajada to’xtatib qo’yadi (masalan, € = 107® da xato 3-1077 dan
kamaymadi).

Yagqinlashish. k-element [x,_,, x; ] oraliq [—1,1] ga akslantiriladi va yechim

Chebyshev qatori bilan ifodalanadi:
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u Xp-1tx, h
_ (k) —Zkt Tk Tk
w(® =) aPT,@® x="LTk4Zke (@)

n=0
Tenglama har bir elementning ichki Gauss-Lobatto nugtalarida &; =

cos(mj/N), j=1,..,N—1 bajariladi, hosilalar Chebyshev differensiallash
matritsasi [7] orqgali hisoblanadi. Elementlar chegarasida ulash shartlari qo’yiladi:

uk(xk) = uk+1(xk), k= 1, ,M — 1. (5)
Natijada M(N + 1) tartibli blok-lentasimon tizim hosil bo’ladi; u satrlar

uk,(xk) = uk+1’(xk)'

bo’yicha masshtablanib, Gauss usuli bilan yechildi. Algoritm Python tilida amalga
oshirildi.

3. Sonli natijalar

b) 2-masala: e=1e-6, p=1e-2 ¢) Xatoning N ga bog'ligligi

a) 1-masala yechimi

—0— ¢=1e-04

1.0 i (W 1.09 — x = d (chap qatlam, ~&/p) 7 i
', ‘|| ==+ x=1-d(0'ng qatlam, fp) ’,’ 1071 o £=1e08
0814 i 0.8 ! —— g=1le-12
] H | _ 10761
1 ] 1 Z‘
061 1 H 0.6 1 H 3
clE :: : 0
Ef ! f I 2
0.4 4 b 0.4+ ! %
H [ ! g 107101
: : /
0211 i 0.2 / _—
/
= le-l 7’
oof! e 00—/ o e
0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0 10°8 1076 107 1072 100 10 15 20 25 30
N (har bir elementda)

chegaragacha masofa d

I-rasm. a) 1-masala yechimi; b) 2-masala yechimi (¢ = 107% u = 107); c¢) 1-
masalada xatoning N ga bogligligi.

1-jadvalda 1-masala uchun maksimal xato keltirilgan (M = 5).

1-jadval. 1-masala uchun maksimal xato

e-ISSN: 3162-1686

e | N=8 | N=16 | N=24 | N=32
102 | 7,64-107 | 1,74-10™ | 3,77-10™ | 9,30-10™
10 | 5,77-10* | 1,07:107 | 1,11-10™ | 2,40-10™
10" | 42410 | 3,11-107 | 1,79-10™" | 5,74-10°%
10 | 4,24-10* | 3,11-107 | 555:10™" | 5,55:10°"
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€ < 107° da ustunlardagi xato £ ga bog’liq emas, ya’ni usul & ga nisbatan
tekis yaqinlashadi; N ortishi bilan xato eksponensial kamayadi. ¢ = 10712 dagi

1071 chegarasi yaxlitlash xatolari bilan bog’liq.

2-jadval. 2-masala uchun maksimal xato (M = 6)

€ 1] Qatlamlar (chap / o’ng) N=16 N=24 N=32
107 1072 ~6-107%/~1,6:1072 3,16-1077 1,99-107" 7,28:10™
10°® 1072 10%/107 3,26-107° 9,94-10™" 9,06-10™
10°° 1 107%/yo'q 3,78:10™ 1,08-10°8 2,64-10™
1078 1072 107%/ 1072 3,02:10™ 8,04-107° 4,76-107"
1078 1 107® /yo'q 3,80-1072 1,08-10°° 1,59-10°°

Qalinliklari ikki tartibga farq qiluvchi qatlamlar ham N = 32 da 1071%—
10~1* aniqglikda aks ettiriladi. Konveksiya kuchli ustun bo’lgan holda (u = 1, & =
1078) kichik N larda tashqi elementlarda arrasimon tebranishlar kuzatiladi (N = 12
da xato 5,17), N = 24 da ular so’nadi.

3-jadval. ¢ = 107 da usullarni taqqoslash (I1-masala)

Usul Noma’lumlar soni | Maksimal xato
Shishkin to’ridagi ayirmali sxema [4] 1023 4,49-10°°
Bir sohali Chebyshev kollokatsiyasi [7] 125 8,46-1072
Spektral-to’r usuli (N = 12) 65 1,61:10°°
Spektral-to’r usuli (N = 24) 125 1,79-10™"

Spektral-to’r usuli 65 ta noma’lum bilan ayirmali sxemaning 1023 ta
noma’lumdagi aniqligidan yuqori natija beradi, bir sohali spektral usul esa bu € da

qatlamni aks ettira olmaydi.

Xulosa. Turli qalinlikdagi chegaraviy qatlamlarga ega singulyar qo’zg’algan masalalar
uchun o’tish nuqtalari (3) formula bilan aniqlanadigan spektral-to’r sxemasi qurildi.

Usul €€[107(-12),10"(-6) ] da & ga nisbatan tekis va eksponensial yaqinlashadi: 125 ta
noma’lum bilan xato 1,8-10"(-11) dan oshmaydi, bu Shishkin to’ridagi ayirmali sxemadan bir

necha tartib aniqroq.

Konveksiya kuchli ustun bo’lgan rejim uchun barqarorlashtirilgan sxema qurish keyingi

adqiqot vazifasidir. Natijalar energetik qurilmalardagi issiqlik va diffuziya jarayonlarini
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modellashtirishda qo’llanilishi mumkin. Taklif etilgan metodika texnik, texnologik, tabiiy-ilmiy,
metrologik va boshga amaliy yo‘nalishdagi fanlarning laboratoriya mashg‘ulotlariga
moslashtirilishi mumkin. Keyingi tadqiqotlarda metodikaning pedagogik samaradorligini tajriba
va nazorat guruhlari kesimida aniqlash, tahliliy-diagnostik ko‘nikmalar dinamikasini talabalar,

fisher yoki boshqa mos statistik mezonlar asosida baholash magsadga muvofiq.

FOYDALANILGAN ADABIYOTLAR
1. Roos H.-G., Stynes M., Tobiska L. Robust Numerical Methods for Singularly Perturbed

Differential Equations. 2nd ed. — Berlin: Springer, 2008. — 604 p.

2. Miller J.J.H., O’Riordan E., Shishkin G.I. Fitted Numerical Methods for Singular
Perturbation Problems. Revised ed. — Singapore: World Scientific, 2012. — 191 p.

3. baxpanor H.C. K ontumMuzanuu METOJIOB PEIICHUS KPAEBBIX 3aJay NPU HAJIUYUHU
norpanuyHoro cios // JKBMuM®. — 1969. — T. 9, Ne 4. — C. 841-859.

4. Shishkin G.I., Shishkina L.P. Difference Methods for Singular Perturbation Problems. —
Boca Raton: Chapman & Hall/CRC, 2009. — 408 p.

5. LinB T. Layer-Adapted Meshes for Reaction-Convection-Diffusion Problems. LNM, Vol.
1985. — Berlin: Springer, 2010. — 320 p.

6. Gracia J.L., O’Riordan E., Pickett M.L. A parameter robust second order numerical method
for a singularly perturbed two-parameter problem // Applied Numerical Mathematics. — 2006. —
Vol. 56, No. 7. — P. 962-980.

7. Trefethen L.N. Spectral Methods in MATLAB. — Philadelphia: SIAM, 2000. — 165 p.

8. Canuto C., Hussaini M.Y., Quarteroni A., Zang T.A. Spectral Methods: Fundamentals in
Single Domains. — Berlin: Springer, 2006. — 563 p.

9. Abyramues @.b., HopmypomoB U.b. MaremaTtudeckoe MoJeTUpOBaHUE MPOOIEMBI
TUAPOIMHAMUYECKON ycTOWunBOCTH. — TamkeHT: Fan va texnologiya, 2011. — 188 c.

10. HopmyponoB U.b. O6 omnoMm »>ddextuBHOM MeToae pemieHus ypaBHeHus Oppa—
3ommepdenbaa / Marematuueckoe moaenupoBanue. — 2005. — T. 17, Ne 9. — C. 35-42.

11.  Normurodov Ch.B., Toyirov A.Kh., Ziyakulova Sh.A., Viswanathan K.K. Convergence of
spectral-grid method for Burgers equation with initial-boundary conditions // Mathematics and
Statistics. — 2024. — Vol. 12, No. 2. — P. 115-125.

12. Normuradov Ch., Djurayeva N., Deraman F., Anuar M.S., Asi S.M. One effective method
for solving singularly perturbed equations // Malaysian Journal of Science. —2025. — Vol. 44, No.
1. - P. 63-69.

e-ISSN: 3162-1686 @ www.texniktafakkur.com



e, ’
‘; - rg ZAMONAVIY TA'LIMDA ISLOHOTLAR 2026-vyil, oktabr, Ne 2-son
(Y VA TEXNIK TAFAKKUR

f
&

N7

13.  Kadalbajoo M.K., Gupta V. A brief survey on numerical methods for solving singularly
perturbed problems // Applied Mathematics and Computation. — 2010. — Vol. 217, No. 8. — P.
3641-3716.

14.  Normurodov Ch.B., Tursunova B.A. Numerical modeling of the boundary value problem
of an ordinary differential equation with a small parameter at the highest derivative by Chebyshev

polynomials of the second kind // Results in Applied Mathematics. — 2023. — Vol. 19.

e-ISSN: 3162-1686 @ www.texniktafakkur.com




ZAMONAVIY TA'LIMDA ISLOHOTLAR
VA TEXNIK TAFAKKUR

ZAMONAVIY TA’LIMDA ISLOHOTLAR
& TEXNIK TAFAKKUR

Bosh muharrir: Z.Sh. To‘xtaeva
Bosh muharrir o‘rinbosari: V.E. Ubaydova
Mas’ul kotib: M.B. Obloqulova

Texnik muharrir va dizayner: B.M. Imomov

2026-YIL, Ne 2-SON

g

© Materiallar ko“chirib olingan yoki chop etilganda “Zamonaviy ta’limda islohotlar va texnik
tafakkur” jurnali manba sifatida ko‘rsatilishi shart. Jurnalda chop etilgan va e’lon qilingan
material va reklamalardagi dalillarning aniqligiga mualliflarning o‘zlari ma’sul hisoblanadi.
Tahririyat fikri har doim ham mualliflar fikriga mos kelamasligi mumkin.

“Zamonaviy ta’limda islohotlar va texnik tafakkur” ilmiy jurnali 15.09.2026-
yildan O‘zbekiston Respublikasi Prezidenti Adminstratsiyasi huzuridagi Axborot
va ommaviy kommunikatsiyalar agentligi tomonidan Ne C-5669338845379
reyestr ragami tartibi bilan ro‘yxatdan o‘tkazilgan.

Litsenziya raqami: Ne1852266.




® +99890-067-67-57 © O'zbekiston ® www texniktafakkur.com



